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REGULARISATION NUMERIQUE D 'ORBIT~ 
Jean-Marie LABORDE 
LSD (LM.A. Grenoble), 38402 St Martin d'H~res Cedex, France 
D6di6 ~ E. Corominas 
Given a permutation group G acting on a set X we consider the orbits of the induced group 
on [9(X). This paper is concerned with the following question: what conditions are involved in 
the frequently observed fact that the number of orbits grows as 21xl/lG I for large [XI? 
I. Pr~mntation du probl~me 
On consid~re un groupe de permutations G agissant sur un ensemble X, ainsi 
que le groupe de permutations induit sur l 'ensemble des parties de X. Line orbite 
de ce dernier est ainsi constitu6e des parties de X 6gales, modulo une permuta- 
tion, ~ l 'une d'entre elles (on les dit alors souvent, de m6me type). 
Un des plus anciens exemples d'une teUe situation correspond ~ un probl~me 
formul6 d~s 1871 par Jevons [1]: d6nombrer les types de propositions compos6es, 
qu'on appelle aujourd'hui formules du caleul des propositions, off deux d'entre 
elles sont consid6r6es eomme 6quivalentes (du m6me type) si, apr~s 
6ventuellement une permutation des propositions et le remplaeement de certaines 
d'entre elles par leur n6gation, elles ont m6me 'tables de v6rit6'. A titre d'exem- 
pie P'&Q' ou Pest  du m6me type que P ou Q ou encore que x ou y'. 
P61ya [3] inspir6 de Schr6der [4] remarqua que eette question revient au 
d6nombrement des orbites d'un hypereube pour le groupe de ses isom6tries. 
Si Ix l  = n, le nombre de parties de X vaut 2" et, une orbite poss6dant au plus 
g = IGI 616ments, il vient IOl >2"/g o~ O est l 'ensemble des orbites. En fait on 
eonstate souvent, comme dans le eas mentionn6 plus haut, clue IOI-2"/g au 
voisinage de n infmi, ce qui correspond h des orbites de cardinal g en moyenne. 
Une question naturelle st alors la suivante: 
Quelles sont des conditions n6cessaires et (ou) sufli.~antes pour que 
. 
I o l  = - -  .9 
. - -~  g 
2.  
Remuarqlae l ) r6~.  Pour i ~ [0, n] existe au moins une orbite de parties ~ i 
points, on doit done avoir Io l  ~ n + 1, d'o~ g = 0(2") ou m~.me g = o(2"/ln n) sont 
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des conditions n6cessaires 6videntes (le cas extr6me correspond ~ g = 1 oh l'on a 
bien I OI = 2"/1). 
De fa~on qualitative la situation envisag6e correspond h 'un grand nombre 
d'orbites de grand cardinal (voisin de g)', ou encore au fait qu 'un grand nombre 
de parties ne poss~de que peu d'automorphismes'. Cela peut se formaliser de la 
f a~on suivante: 
Pour e I> 0 donn6, consid6rons M = {A c X, I{g ~ G, g(A) = A}I >I g(1 - e)} et 
soit a~ ~]0o 1] d6fini par I~tl= ot~2" (M n'est pas vide car, par exemple, 0~t ) .  
Selon des notations 6videntes [OI = IO~[+lO~l avec 
io l>l,- l_ 2" 
eg eg 
car si A e M, l'orbite de A contient au plus eg 616ments. 
Une condition n6cessaire pour que IOI = lim,__,.o 2~/g est donc que la proportion 
(a~) des parties poss&iant plus de g (1 -  e) automorphismes soit d'un ordre au plus 
6gal ~ celuide e. 
R6ciproquement pour e I> 0 donn6, consid6rons ~t = {A c X, I{g ~ G, g(A) = 
A}I~< eg} et doit a~ ~]0, 1] tel que I~t I= 2"(1-eta). 11 vient 
d'ofi 
2" (1- ot,~) 
' 
/1-a~ \ 101 2 [, 1_ g 
Une condition suff~ante pour que I0[ = lim~__~ 2~/g est done que la proportion 
(eta) des parties poss6dant plus de eg automorphismes soit un infiniment petit 
d'ordre strictement plus petit que 1/g. 
D6finissons, pour un groupe de permutations G donn6 
k (G)= sup {k e[0, 1[ tel que g poss~de xactement k IXI points fixes}. 
g~O--e 
Si S~ est le groupe sym6trique d'ordre n, on a limlxl__~ k(Six I) = 1 et on prendra 
par convention k( / )= 0 oh I repr6sente le groupe identit& 
A l'aide du th6or~me de P61ya [2] on 6tablit alors facilement le th6or~me 
suivant. 
L Le hombre d'orbites sur ~'(X) d'un groupe de permutations G sur X, 
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peut s' ~crire 
21xl 
0 ~ E ~ 2 n(l+k(G))/2. 
Exemple. Consid6rons le groupe G des isom6tries du n-cube, c'est h dire le 
groupe des transformations atfmes du n-cube consid6r6 comme espace vectoriel 
de dimension n sur le corps 7//2. Les points fixes d'une affmit6 formant une 
vari6t6 a t~e et en remarquant que les vari6t6s non triviales sont de dimension 
n - 1, il vient k (G)<~½; et comme il existe des isom6tries conservant exactement la 
moiti6 des points (par exemple celle qui 6change exactement 2 directions du 
n-cube) k(G) = ½. Ainsi, 
2 2" 
I01- 2.+e,  O<~e~<2 s' "-2, 
n! 
et, comme indiqu6 dans la pr6sentation du problSme, les isom6tries de l'hypercube 
constituent bien un cas de 'r6gularisation num6dque' des orbites. 
Reatar~e 1. En fait, en exploitant quelques propfi6t6s suppl6mentaires du 
groupe des isom6tries de l'hypercube, alors que le Th6or~me 1, tel qu'6nonc6, 
n'exploite xplicitement qu'tme simple borne du nombre de points fixes d'une 
isom6trie, on trouve, si O, d6signe l'ensemble des orbites du n-cube, la Table 1. 
Table 1. I O.I 
n Borne inf6rieure Valeur exacte Borne sup6riure Majorant de l'erreur elative 
1 3 3 3 0 
2 6 6 6 0 
3 21 22 22 3- 10 -2  
4 395 402 403 10 -3  
5 1 228 045 1 228 158 1 228 232 10 -4 
6 400 507 806 460 222 400 507 806 843 728 400 507 821 277 184 2" 10 -s 
Introduisons sur ~I[X] l'ensemble de polyn6mes ~t coefficients entiers l'ordre ¢:, 
produit des ordres sur chacun des coefficients, par exemple 1 + x2~ (1 + x) 2. On 
d6montre alors: 
Th~or~me 2. Le nombre d'orbites ur @(X) d'un groupe de permutations G sur X, 
constitu~.es de parties de X it i ~.l~.ments peut s'~crire it l'aide des coefficients 
binomiaux 
+ ~' o ~ e ~ (coefficient de x' clans (1 + x)"(x/s+v)(1 + x2)"(t/s-k'/2)), 
ore k' est le plus petit rationnel >~k(G) rendant n(~+ k') entier. 
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R ~ e  2. En majorant les distributions binomiales contenues darts la borne 
sup6deure de e du Th6or~me 2 par des lois normales, et en s'inspirant des 
m6thodes d4velopp6es par de Moivre-Laplace, on peut obtenir (laborieusement) 
des majorants de e plus maniables. On peut aussi se eontenter d'un majorant 
asymptotique selon la m6thode suivante: 
Soit ~ majorer le coefficient de degr6 i de 
On a 
n 
(1 + x)P(1 + x2)¢"-P)n = ~ oqx i. 
i=O 
/ -~k/- - , ( i - -k) /2 
O~i "-- L ~-" p~-" (rt .p ) /2  
k --~---2 i 
et en majorant erme ~ terme 
~ ~ Ck ~--/-~ -~ 
~p - ~n- -p"  
k ~-~2 i 
En appliquant ~ x/- l'in6galit6 de Jensen des compromis convcxes et compte tenu 
de Y~k -:i C~ = 2 p-1 il vient 
ai < 2 ~ ' - ' - /1  ~ C,k~,_ k _ 21,/2_tj-~-r 
¥2 p _pv ,_v -  
Preuves des Th6ol~mes 1 et 2. Consid4rons le 'Polyn6me Indicateur des Cycles' 
[2] associ4 ~ G" 
1 
 )--idt Z °- g~G 
oil q est le nombre des cycles de longueur i d'tme permutation g~ O. 
D'apr~s le th6or~me de P61ya [2] le hombre d'orbites de parties ~ i 616ments est 
le coefficient de x ~ dans Z(1 + x, 1 + x 2, . . . ,  1 + x"). En prenant x = 1 on obtient 
donc le nombre total d'orbites [OI = Z(2, 2, 2 , . . . ,  2). D'oh 
2" 
[O l=~]+e,  O~e~ )". 2~1+¢~+'"+¢% 
g~C=e 
oh e est l'616ment neutre de G. Or 
c~ + (c2+ ca+"-  + c,) <~ c~ +½(2c~ +3c2+-. -  + nc,) 
= ct +½(n-c t )= ½(n + ct) ~½n(1 + k(G)), 
ce qui 6tablit le Th6or~me 1. [] 
Selon l'ordre ~ introduit plus haut on a 
1+x2V~(1+x2) p et l+x2P+l~.(l+x)(l+x 2v)
d'oh 
(1 + x)~,(l+ xZ) ~- - .  (1+ x") ¢- 
"g (1 + x) c,+%+~+" ""(1 + x2) ¢2+~3+2(~,+%)+3~¢,+c,)+" "" 
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D'autre part, de ~=1 iq = n on d6duit 
2(c2 + Ca + 2(c4 4- c5) 4- 3(c6 4- c7) 4 - ' "  ") =/ I  - c 1 - c 3 - c 5 . . . .  , 
ainsi que 
c14-c34-c5+"  • • <~k(G)  . n +½n. 
Pour a et /3 rendant entiers ~>0 les exposants concern6s on 6tablit aussi facile- 
ment la relation 
(1 + x) = (1 + x2)("-=)/24z (1 + x) =+a (1 + x2)("-=-a)/2; 
il vient ainsi 
t '  c.  xi + (1+ x)"(lz3÷k~(l+ x2) "(1/3-k'/2~ Z( l  + x' l + x2' " " " l + x" )~ i=o ~-[ 
pour tout choix de k '~k(G)  rendant n(~+k' )  entier; ce qui fruit d'6tablir le 
Th6or~me 2. 
R~46rences 
[ 1] S. Jevons, On the Inverse, or Inductive, Logical Problem, Memoirs of the Literary and Philosophical 
Society of Manchester, S6rie HI, Vol. V, 119-130; ou The Principles of Science, Vol i (1874) 
154-164. 
[2] G. P61ya, Kombinatorische Anzahlbestimmungen . . . .  Acta Math. 68 (1937) 145-254. 
[3] G. P61ya, Sur les types de propositions compos6es, J. Symbolic Logic 5.3 (1940) 98-103. 
[4] E. Schr6der, Algebra der Logik, T I, Anhang 6 (Leipzig, 1890; r6impr. Chelsea, New York, 1966) 
647-699 et sp. 659-683. 
